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0. INTRODUCTION 
Nous obtenons le dkveloppement en skrie entibre et une reprksentation 
intkgrale simple d’une certaine sCrie de fonctions sphkriques d’un systeme 
de racines BC de rang p. Rappelons que la donnte d’un systkme de racines 
BC de rang p, consiste en la donnCe des racines q,, 2q,, qi f q, et de trois 
nombres CL, /I, y reliks de faGon simple aux multiplicitks des racines. Lorsque 
ces multiplicitk prennent des valeurs particulibres, le systkme de racines est 
alors celui d’un espace symttrique. La donnke des multiplicitts dttermine 
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un Cl.&ment de volume nature1 et un laplacien nature1 A?,“, ?’ (qui dans les 
cas particuliers provenant des espaces symttriques, sont les parties radiales 
du volume et du laplacien de l’espace). Les optrateurs Ay.“,7’ ont ttt intro- 
duits dans [lo] pour p = 2 et dans [4] en g&&al. D’autre part, le travail 
r4] a dCterminir de facon explicite et unique une algkbre commutative 
engendrke par p opttrateurs diffkrentiels commutant au laplacien. les 
gknkrateurs Ctant, outre le laplacien, des opkrateurs A:-“. T). .._, Ay; “, ,‘I 
d’ordre 4, 6, . . . . 2~. Dans la situation particulii-re d’un espace symktrique. 
ces optrateurs sont les parties radialcs dcs optrateurs invariants. De plus, 
[4] a montrt: I’existence, dans le cas d’une alc6ve de Weyl d’une base 
orthonormtte formke de polynbmes P],::/I.,;;;p de degrt: symktrique 
(n, 2 > TT,,) et qui sont fonctions propres slmultanCes des opCrateurs 
A:“, “.;‘). Ces fonctions sont done dans le cas d’un espace symktrique 
compact, les fonctions sphCriques et nous continuerons ri les nommer ainsi 
dans le cas g&n&al. Dans Ie cas du rang 2, ces rCsultats ont &5 obtenus par 
Koornwinder [IO]. Notons ici que la situation totalement diffkrente du 
systkme de racines A,, a Ctit trait&e dans [lo] pour p = 2 et dans [3] pour 
le cas y quelconque. 
La mtthode de [4] ne permet pas la dttermination explicite des fonc- 
tions sphiriques. Dans 161, nous avons don& un algorithme permettant 
de calculer les polyn8mes sphCriques pour y = 2, les formules itant expli- 
cites (et simples) pour la partition de type (n, 0) et (n, 1 ). La mCthode de 
[6] ne permet pas de passer d p variables (p > 2). D’autre part dam [I I]. 
Koornwinder et Sprinkhuisen-Kuyper ont obtenu des diveloppements en 
s&ie et une reprksentation int6grale dans le cas p = 2 pour P!,T;f. ,‘I et 
Pjl’;,‘J,t’. Nous obtenons ici, les d6veloppements en s&ie et reprksentation 
intkgrale de P$;, i’!, o en rang p quelconque. Pour p = 2. la reprksentation 
intkgrale obtenue semble plus simple que celle de [ 1 I]. 
En rang p, l’inttgrale Porte sur un simplexe de dimension p - 1 (alors 
que dans lc cas des espaccs symi-triqucs, la formulc d’Harish-Chandra cst 
une intCgrale sur le groupe compact maximal K du groupe semi simple de 
l’espace, voir Helgason [9] ). Dans la premiPre partie. nous rappelons les 
dkfinitions des systkmes de racines RC’, leur multiplicitts et les rCsultats de 
[4] concernant l’algebre des optrateurs diffkrentiels associts. La seconde 
partie relie, le systkme de Lauricclla et la fonction F,, (voir AppeGKampb 
de Fbriet [I]) au systime diffkrentiel de Hua (en radial). La troisikme 
partie donne le dCveloppment en s&rie de Pj2T;li. ,I’,, et la quatrieme partie la 
repr&sentation inttgrale de ces polynbmes ainsi que celle des fonctions 
sphtriques dans le cas non compact. Un travail ultttrieur donnera des ren- 
seignements sur les reprksentations intCgrales des autres stries de fonctions 
sphkriques, sans toutefois les donner explicitement. 
Finalement, dCcrivons brikvement les id&es qui permettent de mener i 
bien les calculs de ces fonctions sphtriques. Nous dCduisons la formule in& 
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grale a partir du dtveloppement en serie. Pour obtenir, celui-ci nous proce- 
derons de la facon suivante. I1 rtsulte de [4] que les Pj~.~:;:lo annulent 
l’operateur d’ordre 4 (ainsi que ceux d’ordre 6, . . . . 2~). Nous en deduisons 
dans la premiere partie, que les P~,~;{..~:‘O satisfont un systeme de p(p ~ 1 )/2 
equations aux dtrivees partielles du 2d ordre, dont chacune ne depend que 
de 2 variables distinctes et de la multiplicitt 27 + 1 des racines q, + y, (mais 
pas de 2, /II). Ces equations, itudiees par Darboux dans [2] sont en fait les 
operateurs d’EulerrPoisson-Darboux qui nous ont deja servi pour I’ttude 
de l’equation de la chaleur dans [S]. Cette situation, ou une equation, ici 
d’ordre 4, a singularite reguliere, implique d’autres equations se recontre 
aussi pour le systeme de Hua mais ici, nous sommes partis d’un operateur 
d’ordre 4. Le fait que, a priori les Pjlz,&;:‘o satisfont ce systeme reduit tres 
fortement la forme fonctionnelle de leur developpement en serie; il ne s’agit 
plus que de determiner une suite indexie par un entier. Nous Ccrivons 
ensuite que Pj,:.t ;:\, est fonction propre du laplacien. A ce niveau, le calcul 
se scinde en deux parties: la premiere partie du calcul doit etre faite exacte- 
ment. Dans la seconde partie du calcul, on considere la multiplicite 27 + 1 
des racines q, f q, comme variable auxiliaire et on utilise alors les resultats 
de Lauricella developpis dans la Section 2 pour identifier le resultat final. 
Les calculs sur les fonctions de Lauricella sont eux memes exposes en detail 
dans le livre d’Appel-Kampe de Feriet [ 11. 
Ces resultats ont ete annoncis dans la note 181. 
I. LE SYSTtiME DE RACINES BC, 
ET LES OPkRATEURS DIFFkRENTIELS ASSOCkS 
1. Les systt?mes de ravines de type BC,, 
Nous considirons un espace euclidien de dimension p et nous appelons 
q = (ql, . . . . qp) les coordonnees relativement a une base orthonormale. Un 
systeme de racines .R g (p’ de type BC, est la don&e suivante que nous 
appelons “racines positives avec multiplicites” 
@P’ 
r Les formes lineaires R!“(q) = q,/2, 
1 < i < p avec multiplicites y, 
Les formes lineaires RI”(q) = q,, 
1 < i < p avec multiplicitts Pr 
Les formes lineaires R:,‘)(q) = (q, - q,)/2, 
Rj,2;(p)=(q,+q,)/2, pour 1 <.i, ibp, 
avec multiplicites p,, 
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ou p, , /-‘?, p3 sont trois nombres reels (ou m&me complexes). Nous clefink- 
sons aussi l’element de volume 
&f”“(q) = W(‘)‘(q) d9 (dq=&, dq,, 
W(l’J(q) = W:,,‘(y) Ivy’(q) 
(I.1 j 
11.2) 
(1.3) 
Nous choisissons ou bien le sinus a la fois dans Wi”’ et WY’), ou Ie sinus 
hyperbolique a la fois dans W, ()‘I et WY’. Nous dirons que nous sommes 
darts le cas compact (respectivement dans ie cas non compact) quand nous 
choisissons le sinus (respectivement le sinus hyperbolique). Dans le cas non 
compact, nous dtfinissons la chambre de Weyl 
/I<,= {9ER’) IO<y, <yz< “’ <y,,) (1.4) 
et dans le cas compact, nous definissons l’alcove de Weyl 
cc,= {qER” 1 o<q, <qz< “’ <q,,<U}. (I.51 
Dans ce dernier cas nous supposerons que 
i ldPyy)l < sx,. ” C’, 
Soit 
PI +yz+ 1 >o; /I? + I > 0; p.T+l>O 
PI+Pz+(P-1)P,+l>o; p2+(p- I)p,+ I >o 
Dans le cas non compact (respectivement dans le cas compact) le groupe 
des symetries du systeme de racines est le groupe de Weyl (respectivement 
le groupe de Weyl afine). Le groupe de Weyl (respectivement le groupe de 
Weyl affine) est engendrt- par les reflexions par rapport aux hyperplans 
constituant la fronticre de A,, (respectivement de C,). 
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Nous savons que pour certaines valeurs des p,, le systime de racines 
provient d’un espace symktrique. Plus priciskment, si nous considkrons un 
espace symktrique G/K et la d&composition de Cartan G = KAK OLYI A est 
le groupe abtlien correspondant i l’algebre abklienne maximale !Y$, (voir 
Helgason [9]), l’kltment de volume riemannien dans les cordonnies 
radiales de $ est exactement U’V”“. Alors la partie radiale de l’opkrateur de 
Laplace Beltrami peut s’krire 
(1.6) 
dy” est hidemment auto-adjoint par rapport Li l’tltment de volume r/V”‘). 
De plus dans [4] il a ttC introduit p- 1 autres opkrateurs A?‘, . . . . A:;’ 
que nous allons rappeler. A cet effet on pose (en compact et non compact) 
T,,(Y) = 
T,,(q) = 
I, = { i, , . . . . i, ), 1 <i, < . ‘. < iL < p; 
Fk est l’ensemble de tous les I, de longueur k et :5 est le groupe symttrique 
d’ordre k. Pour 2 d k < p on considkre les opkrateurs diffkrentiels 
(k!) ’ (W”“) ’ 
A y = 2!, (1.7) 
x (’ 
‘“(II 
T,k 2,‘, W’“’ 
En prenant garde g l’ordre des dkrivations qui ici ne commutent pas: 
Dans n:=, l’ordre des facteurs est k, k - I, . . . . 2 dans nf;= ,’ c’est l’ordre 
1, 2, ., k - 1. 
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Dans [3, 41 on montre que les p operateurs d y”, AT’, . . . . A$,’ engen- 
drent une algebre commutative de degre de transcendance p et que ces 
operateurs sont les parties radiales de generateurs de l’algebre abelienne des 
operateurs invariants sur les espaces symetriques, avec systemes de racines 
.#R’p’, quand p est choisi de sorte qu’il corresponde aux multiplicites d’un 
espace symetrique. 
Enfin toujours dans [3, 41 on demontre que, dans le cas compact, il 
existe une base orthonormale de fonctions, invariantes par le groupe de 
Weyl affine, de car& integrable sur C, par rapport a dV’p’ form&e de fonc- 
tions propres communes de A y’, . . . . A?,;’ et on calcule le spectre commun de 
ces p operateurs. Malheureusement les expressions de ces fonctions propres 
ne sont pas explicites. Nous allons ici donner des expressions explicites de 
fonctions propres de la “premiere serie” ainsi qu’une representation inte- 
grale de ces fonctions propres a l’aide d’une fonction hypergeometrique 
classique d’une variable. 
Lorsque p = 2 Koornwinder dans [lo] avait trouve les operateurs Ay’ 
et A?’ et dans le cas compact determine le spectre joint de ces deux optra- 
teurs et defini de facon non explicite les fonctions propres communes. Le 
fait que A y’ et A?’ sont les parties radiales des operateurs invariants des 
espaces symitriques correspondants aux “bonnes” valeurs de y rtsulte de 
[4]. Toujours pour p = 2 et dans le cas compact la determination explicite 
de toutes les fonctions propres communes a A:“’ et A?’ est effectuee dans 
16, 71 a l’aide de nouvelles “fonctions hypergeomttriques” appelees fonc- 
tion hypergeometriques inhomogtnes. Enfin dans [S] on determine une 
representation integrale de ces fonctions propres communes a A$‘) et A:“. 
3. CoordonnPes ulgt%riques 
On dtfinit les nombres ;I, /j, )’ par 
p, =22-2/J, p2=28+ 1, p3=2;‘+ 1. (1.8) 
(a) Dans le cas compact, nous definissons les coordonnees algebri- 
ques X, 
x, = cos q, 
cx= (X&P/-l <x,< “’ <x, < 1). 
de sorte que C, est l’image de l’alcove de Weyl C, et nous avons dans les 
coordonnees algtbriques 
dV’“.“.‘)= CWyyX) WY’(X) dX, . ..dX., 
E Cm’“, 8. i’) dx (1.9) 
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c= p/f x- ((P I) 2N2.C + 1)) 
W’,“J’= $I (1 - X,)l (I + X,)” 
,:I 
w’.;‘- 
2 - n (X, - x,p+ ’ 
1 ~,C,~,’ 
l’operateur de Laplace Beltrami devient avec (;7, = (7/2X, 
(1.10) 
(1.11) 
Pour etudier, dans les coordonntes X,, les operateurs d’ordre superieur 
A$’ 2 < k < p, l’icriture (1.7) de ces operatuers n’est pas la plus commode. 
En fait nous avons 
A :‘;’ = c D”‘; o D”;:‘. (1.12) 
Ii F t-k 
ou D’:‘I: est presque l’adjoint de O(!;:’ pour l’element de volume C/V”“. On 
peut remarquer que, comme pour p = 2, l’operateur d’ordre maximum 2p 
se factor&e en A (~1 = D”” o D(“” 2P + IP ~, et que tous les operateurs A$.’ sont auto- 
adjoints par rapport a l’ilement de volume dV”“. Nous avons dans les 
coordonntes X, avec les notations suivantes 
D(“’ devient Dy;,““’ et A + lk &’ devient A \: Ii. ,‘I. On developpera aussi ( I, I 1) 
sous la forme 
+ 
( 
~-cc-(c(+/j+2)X,+2U(l-X’) c 1 
,+I J-1-T 1 I 
2 
’ 
(1.11’) 
(b) Dans le cas non compact les coordonntes algebriques sont 
X, = cash qi et la chambre de Weyl devient 
A,y= {XER”/l <x, < .” <Xl,) 
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l’ilement de volume devient 
&A”./~.?‘= ~wy’(x) q’(x) (j/y, (/x,, 
E c,n’“. 11. :‘I (IX 
avec 
wy)= fj (X,-l)“(x,+l)” 
,= I 
f,f,e = 
2 n (‘Y-x$;+’ 
I </iiS/J 
(1.14) 
(1.15) 
ainsi 
et nous voyons que le Ac”~“.” dans le cas non compact devient formelle 
ment I’oppose du A’“, P. ;” du cas compact. De m&me chaque A$ 8. )I) du cas 
non compact devient formellement ( - 1)’ Ak”, ;‘) du cas compact. 
(c) Dans tous les cas, le groupe de Weyl dans les cordonnees q est 
le produit direct de c$ x (Z/22)” ou .4”, est le groupe de permutations de 
{q, 3 .“3 4,) et chaque groupe Z/22 est detini par y, + -t q,. 
Dans les coordonntes algebriques X, = cos q1 ou X, = cash q,, les symt- 
tries qi -+ -q, sont automatiquement prises en compte et le groupe de Weyl 
se rtduit au groupe Yp de permutations des X,. Le domaine des optrateurs 
A,, A,, . . . . A,, sera les fonctions (disons L2 par rapport a I’ekment de 
volume sur la chambre de Weyl ou l’alcove de Weyl) qui sont symttriques 
en X, , . . . . X, 
Par la suite nous supposerons toujours que toutes les fonctions sont 
symetriques en X, , . . . . X, et nous noterons par L:.(C, dli) l’ensemble des 
fonctions symetriques de carre integrable sur C par rapport a dV. 
4. Les functions propres des 0phruteur.r incurimts 
Dans [4] now avons defini et prouve l’existence d’une base orthonor- 
male de L:(C, U’V) (dans le cas compact) formee par des fonctions propres 
simultanees des operateurs A& 8. ;‘I, 1 <k <p, qui sont des polynomes 
symetriques dans les coordonntes algtbriques. Rappelons rapidement la 
definition de ces polynomes. 
Nous considerons I’ensemble N, des p-uplets d’entiers II = (n, , . . . . np) 
avec n, 3 nz > 2 n,, 2 0 ordonnes par l’ordre lexicographique (encore 
note d ). Nous posons pour n E N, 
P,,(X)= 1 xg;,,x;;2,‘.~x$ ,‘,. (1.17) 
crt VP 
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Chaque polynome symetrique P(X) est une combinaison lineaire des 
polynomes P,,(X) pour II E N,,. 
Nous disons qu’un polynome 
(1.18) 
avec C,, # 0 est de degri symetrique 13. En introduisant les fonctions symi- 
triques uk = C, G ,, < c ,i s ,, x,, Xl, > pour 1 6 k dp, et les variables 
u= (U,) . ..) _u,,), chaque polynome symetrique peut se reecrire comme un 
polynome P(U). Si P(X), donne par (1.8) a pour degre symitrique r_l et si 
P(X) = P( U) alors 
P( U) = c c;,, U”‘, (1.19) 
,,I < ,, 
O(J u’!’ = u’(“- “Qu)z)‘~ 
de P(U). 
“” ~7 ,I “‘I’~~‘P et (‘1, = (‘,,, On dit que n est le degrt 
Maintenant le resultat de [4] peut ttre ainsi formule: I1 existe une base 
orthogonale de Lt(C, dV’“./‘.“) formte par une suite de polynomes 
P!‘,“. i”(X) avec n E N, veriliant les propriites suivantes 
(i) Pi,‘. /l. :’ est de degre symetrique n avec coefficient dominant (‘)I = 1 
(ii) P!‘. Ir. 7, est orthogonal a tout polynome symitrique q de degre 
symetrique < n sur C,Y par rapport a l’element de volume dV’“~“.;“(X), soit 
(1.20) 
si le degre symetrique de q est strictement plus petit que n pour l’ordre lexi- 
cographique dtfini sur N,. 
(iii) P),‘. ‘I. :‘I sont des fonctions propres simultanees de A y. ‘I. “, 
A (2. P. 7) 
,;* ;,x IL I, )“” 
A g K i ’ de valeurs propres respectives ii,‘, K :‘I, jjk!X. ‘j. ;‘I, . . . . 
A’“; 8. YlPC%. /I. 71 = 
2h ,1 ,k 1” ,, 
. tn. /1. ;Y’p’“. P.; I 
,I (1.21 ) 
En particulier nous avons avec le laplacien de ( 1.16) (Duns la .~uite qucrnd 
nous parlerons du laplacien ce seru toujours celui-ci, qui correspond ir un 
spectre positif) et u = ;I + $ 
Aj2’.“,;‘= i n,(n,+x+fl+ 1 +2u(p-i)). (1.22) 
1=1 
Nous avons aussi une propritte de “montte” pour D(?j, analogue a celle de 
0’;” de la dimension 2 mais nous n’en ferons pas usage ici. 
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Cette construction n’est pas explicite et ne permet pas de dkterminer les 
coefficients des polyn6mes Pj,‘. K :” qui sont en fait des fonctions sphkriques 
lorsque les paramktres SI, fi, y correspondent aux multiplicitks des racines 
d’un espace symttrique. Ici pour p 3 3 nous allons dkterminer les poly- 
Ames P),::{:T:I ,, de la premike skrie. Le cas p = 2 a tttk compktement trait& 
dans 16, 7, 81: plus prkcisiment, nous avons donnl: un algorithme 
permettant de difinir successivement et de faGon explicite les polyn8mes 
sphkriques Pjl::~$;‘l(.x-, , s2) A deux variables. 
II. LA FONCTION HYPERG~OM~TRIQUE F, DE LAURICEXLA 
ET SON SYSTl?ME DIFFiRENTIEt. ASSOCIk 
1. Gas de simpl~ficutinn du sj~sthme d@rentieI fu.soci& NU.~ rcrcitws 
Dans certains cas il est possible de comparer le systkme diffkrentiel 
hypergkometrique d&i par les opkrateurs Ak”.“, 1 d k dp, (lorsque 
celui-ci se simplilie) au systeme diffkrentiel de Lauricella. 
LEMME 1. Si F est w1e ,fonction Lz. sur Cx telle yur A k Ii. ; !f = 0 ahrs 
pour tout I, de Fk nous unpins D”:, ,f = 0. 
Dkmonstration. Nous avons par dkfinition et par (1.12) 
()= [ (d~/‘.;‘f’),fnvl~./~.“= c [ (D”jA”-“j D’;;, f),f’&/‘=/f.:) 
‘( \ II t 1.i d (‘r 
mais D(il;iR.” est presque l’adjoint de D(7:i par rapport au volume V’“,“,” 
d’oh le rtsultat avec 
Remarque. Les opkrateurs D”:, de longueur k gknkralisent l’opkateur 
de Darboux Z’/Zx ?JI+ u/(.Y - J~)((?/(?J> - ?/Sx) du rang 2 [6, 7, 8, IO]. 
Nous allons maintenant dkcomposer les opkrateurs de Darboux d’ordre 
k A partir de ceux d’ordre k - I. 
LEMME 2. Soient Ik = ( i, , . . . . i, ) (aver i, < i, + , ), 
,I, , = { iz, . . . . i/,}, . . . . 
I / k , = (i,, . . . . i, ,, i,,,, . . . . ik} ,..., 
I k h , = ii, , . . . . ik 11. 
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Dhonstration (Evidemment k > 3). Nous avons, A partir de (I ,13), 
suivant que o(l)= 1, a(l)=2,...,o(l)=k 
oti cr;,-, est l’ensemble des bijections de (2, . . . . k } sur [ 1, . . . . r ~ I. 
r + 1, . . . . k}. Ce qui s’tcrit encore en faisant apparaitre les ,D”:k , 
et aprh rtarrangement de certains facteurs 
et la somme sur ejk , n’est rien d’autre que (k - 1 )! D’::, , 
COROLLAIRE I. Soit I3 k 3 2 et D’?:, un opPruteur de Durhoux d’ordre 1. 
II existe un nombre fini n d’opirateurs de Darboux d’ordre k not& ,D”:, et 
n ophateurs d@+entiels d’ordre I-k not&s C, tels yue 
,(.‘;,z i C, J’:‘;,. 
I- 1 
Dkmonstration. 11 s&it d’ittrer Lemme 2. En particulier tous les optra- 
teurs de Darboux d’ordre 32 se dtcomposent suivant les optrateurs de 
Darboux d’ordre 2. 
D’;‘, =’ (‘,(x,-x,)2uc?, (3,(X,-xyv, 
1. / 2 (x,-x,)2” + (X,- x,p ’ 
1 <i<jdp 
(2.2) 
D’j;;=(:,?,+-+ (?,-2,). 
I I 
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COROLLAIRE 2. Si pour k > 2, unr,fonction (1st duns Ie no~au de tous ies 
ophateurs de Darhoux D “j, d’ordrr k, ells tjst duns lr noj’au de tous 1~s 
D”;, pour tout IE (k, . . . . p). 
TH~OR~ME 1. Soit ,f me ,Jbnction Li sur C., pour Ie &mr V”.“,T” yui 
cst t1un.s Ie nojxu de d ?;I”. I” pour un k 2 2. Alors elle est duns ir no!wu dc 
tous les A i;. ‘j. ’ ’ pour I E (k, . . . . p ). 
Le dkmonstration rksulte du Lemme 1, du Corollaire 2, et de (1.12). 
Nous appelerons fonctions propres de la premitre strie les fonctions de 
GG. (tV’“,“.7’) telles que d’“~“~,‘,f=i$ d&“.;“f=O, kE (2, . . ..p). 
D’apr& l’ktude ci-dessus ce sont les fonctions propres du laplacien d(“.p.;“ 
qui sont dans le noyau de tous les optrateurs de Darboux d’ordre 2, D”):, 
I<i<j<p. 
2. La ,fonction h?~pergt!omitriqur F, de Laurirellu 
Notation. Nous utiliserons dtksormais la factorielle gCntraliste dkfinie 
par 
T(i.+k) ^ 
(j., k)= r(j) -=r,(i.+ l)...(L+k- 1) 
avec (i..O)=l et (l,k)=k!. 
Lauricella [ 1 ] a gtntralisi: i la dimension quelconque (ici p) les quatre 
fonctions hypergkomttriques de deux variables d’Appel1 et Kampk 
de Fkriet. Nous serons seulement intkressks par la fonction 
F,,(A, B,, . . . . B,>, C, X) qui gtnkralise F,(A, B, B’, C, .Y,, .ur). A, B,, . . . . B,,, 
C sont des nombres complexes, C n’est pas un entier ntgatif et 
.Y = (s,, . . . . .u,,) sent des nombres complexes avec /.Y,I < 1. 
F,(A, B,, . . . . B,, C, x) 
=c (A,nll+ ... 11?,)(B,,nl,)...(B,,m,) -~,,,, (C,m,+ ... +wz,)m,!~..m,! , ” xy. (2.4) I?,, 2 0 
On sait [ 1, p. 1171 que cette fonction vkrifie le systkme suivant de p iqua- 
tions aux dkrivkes partielles 
X,(1 -“,) $+(l -.Y,) 
/ hc;k*,.yk & 
+ [C-(A+B,+ l)s,] $ 
/ 
-B, i -+AB,=O (,;=1.2 ,..., p) (2.5) 
h=I.h#, 
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En tliminant les d&ivies partielles mixtes ?‘!?.u, ?s, entre les equations (,j) 
et (r) on constate que F,, verifie le systeme suivant de p( p + 1)/2 equations 
aux derivees partielles 
B, i sk &-AB,=O (.i= 1, 2, . . . . PI 
k=I.hi, 
et les equations de Darboux d’ordre 2. 
(?? 
-+ 
B, (‘/2.x, - B, i!/dx, 
i’x, sx, 
=o (i#,j- i, j= 1. 2, . . . . n). (2.7) s,- Y / 
Nous reprenons maintenant les equations aux dirivtes partielles ( 1.16) et 
(2.2) qui sont ecrites dans les coordonnees X, , . . . . X,,. Nous rappelons que 
u = 7 + t et delinissons 
x, + 1 
9, =-, . . . . x,,= x,1 + 1 
2 2 
ainsi 
x; - x, = xl-x,. (X’-1)=4. (I&. ). ‘=2L, 
2’ ’ y, 
Y I 3 ?u, c:X, 
Alors dans les coordonnees x chaque D’;‘,: , de (2.2) devient: 
(2.8) 
(2.9) 
NOUS voyons, avec (2.9) et (2.7), que les operateurs D?,; peuvent etre iden- 
tifies aux premiers membres des equations de Darboux pourvu que 
B, = B2 = . = B, = u, 
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Dans les coordonnkes .Y I’opirateur de Laplace Beltrami A’“,“. ;) de (I. 16) 
devient 
D’un autre c6tk si, avec B, = ‘. = B, = U, nous ajoutons les 
membres des p premitres kquations de (2.7) nous obtenons 
i’ 
zi ,=, 
.y,(l --Y,) $+cc-(A+pu+ 1).x?,] k 
I i 
+ 11 
i 
i 
x,(1 -.u,)+.u,(l -s,) i 
1 1 
- - pA11 
/=I./#1 .Y, - x, (7.x-, 
ce qui donne encore avec 
.K,(l -.u,)+.u,(l -.I-,) 2.x,(1-s,) 
+ 2.Y, - 1 
.Y, - x, .Y, - s, 
p r ,? 2 ,c, p --u,) -j-g c 
I 
+ C-(p-l)z~-(A-(p-2)u+l).Y,] 2 
I 
+224x,( 1 -xi) (,J#, T&j $1 -PAU. (2.12) 
(2.10) 
premiers 
(2.1 1 ) 
Ainsi -d’“.“. ;‘) peut &tre identifik avec (2.12) (au terme d’ordre z&o prks) 
pourvu que C-(p-l)u=~+l et A-(p-2)u+l=a+fl+2. Soit 
A=?+~+(P-2)u+l; c‘=P-t(p-l)u+l (2.13) 
ce qui nous donne le thkorkme fondamental. 
TH~~OR~ME 2. D$nissons lo ,fonction F,] pur (2.4). A1or.v lo ,fimr.tion 
F,(cc+/I+(p-2)u+l,u ,..., u,B+(p-l)Ir+l,(X,+1),:2 ,..., (X,,t-1)/2) 
cst une .volution du .systtime d’iquations 
d(,“J-;‘,f‘= -pu(a+p+(p-2)u+ l),f 
D”,; f‘= 0, 1 di<j<p. 
(2.14) 
COROLLAIRE 3. F,(r+/l+(p-2)u+ 1, u ,..., u, p+(p- l)u+ 1, 
(X, + 1 )/2, . . . . (X,, + 1)/2) est une $onction propre .rimultanie des opbrateurs 
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invariants A (Z/j.:‘)=A(l./k), /,~./f.;‘. ,,,, A;;,‘.“’ 1 c e valeurs propres respectives 
-pu(cr+fi+(p-2)u-t l), 0, . ..) 0. 
Remarque. /x.,1 < r, X, est dans le disque de centre - 1 et rayon 2. Par 
consequent la strie F,] ci-dessus converge dans l’alcove de Weyl C., 
III. FUNCTIONS HYPERG~OM~TRIQUES D'ORDRE SUPBRIEUR DE p 
VARIABLES ET DiTERMINATION DE P;l;;f:j:),, 
1. Fonctions hypergkomktriques d’ordre supkieur 
Dans [l, p. 14991521, Kampe de Feriet a introduit une fonction hyper- 
giometrique d’ordre suptrieur de deux variables. Nous allons mentionner 
ici une gentralisation facile a p variables de cette fonction hypergtomttri- 
que d’ordre superieur I = (.Y , , . . . . x,,). Detinissons une classe de fonctions 
hypergeometriques ,I’: 
xi’=, (r,,m,+ .‘. +m,) n;=, nr=, (flkl,m,) ,Y;I’....$+’ 
F(x) = 2 x 
,,,,a0 IX:=, (Y,A+ .‘. +m,) nl=, nrz, (6ki, mi) m,! .‘.m,,!’ 
(3.1 1 
oh p + 1’ < p + 0 + 1 pour que la serie converge et les constantes a,, [Iki, ;‘, 
et 6,, sont des nombres complexes tels qu’aucun des ;I, et 6,, n’est un entier 
negatif. La fonction est appelee une fonction d’ordre w = II + IT et de classe 
0 = o + 1 - (p + v). Une telle fonction v&lie un systeme de p equations 
aux derivtes partielles d’ordre w + 1 (voir Appell-Kampe de Feriet [ 1 I). 
2. D&termination de l’intersection des noyaux des D’;‘,: 
Nous recherchons une fonction F(X, , . . . . X,) invariante par le groupe de 
Weyl, done symitrique, solution du systeme de Darboux d’ordre 2 
D’?F= 0, 1 di<,j<p. 
Nous ferons les calculs dans les coordonnees .Y = (s, , . . . . .Y~). Nous deter- 
minerons une serie entiere symttrique 
F(x)= 1 a,,,.P. 
,,I c NJ’ 
oti m = (m, , . . . . m,,) Y”’ = .u;“’ sP “‘p telle que pour 1 < i < ,j q p D,,F= 0 oti 
d’apres (2.9) 
D,,=L+ i?Y, du, 
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On ne diminue pas la generalite du probleme en ecrivant a,,, sous la forme 
ou $ est une fonction inconnue de m. Comme F est symetrique on 
en deduit tvidemment que Ic/ est symttrique puisque le produit 
ny= , (II, m,)/rn,! est symetrique. 
On sait que pour p = 2, [7, Theoreme 21 que $ ne depend que de la 
somme nr, + fizz. Nous allons dtmontrer par recurrence qu’il en est de 
meme pour tout p 3 2. A cet effet on pose 
.s,=m, + ‘.. +m, )...) Sk= c m,, Wl,, , I <k,<p. 
IGi,<. c li < ,’ 
On sait que les variables s,, . . . . sp sont indtpendantes. I,!I Ctant une fonction 
symetrique de m, $ est une fonction de s,, . . . . .s,, que Ton note encore 
$(s,, . . . . s,,). Posons 
m,, = (m , , . . . . m, , . m, + , , . . . . m, , , m, + ,, . . . . t7zp ) 
.y,,= t-y,, . . . . .Y, ,, .Y,+ ,, . . . . x, ,) .Y,+ ,, . ..) .Y,,) 
nous avons 
de sorte que pour tout nz,, 
Dl, i 
(3.2) 
Posons maintenant pour chaque i fixi: de { 1, 2, . . . . pi .<, = (x,, . . . . .Y, , , 
.r ,+ I> . ..1 -u/J; tG,=(m,, . . . . tn, ,, m,, ,,..., m,,) et P,=(l,2 )..,) i-l, 
i+ 1, ..,, p}. On dttinit alors les fonctions symetriques elementaires de rti, 
par 
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On decompose F suivant les variables X, et .P, 
Oh 
D’apres (3.2) on a pour tout k <,j, (k, ,j)E P, x P,, D,,F, =O. On peut 
done utiliser l’hypothese de recurrence. Nous avons 
l)(m) = $(s,, . . . . .s,,) = $(ri7,, m,) 
= $(.f; + 172,. s; + m,.?,, . . . . .\:; + mj; , , ._.. .i), , + mjj, 2’ m,.\:;, , ) 
de sorte que, avec le resultat en dimension p -- 1, nous avons pour tout HI, 
de kJ et toutjE(2,....p-1) 
-=o=~+,,I, ^ W 
?I) 
;.t; i;s, 0s /I 1 
d’ou avec deux valeurs distinctes de i 
V,jE ',,...,p-1) c!J- (V ---0 ds, ?s,+ , 
I/I ne depend que de s, ce qui nous donne 
TH~OR~ME 3. Toute 
(0, . . . . 0) du s?,.stPme de 
&rite sous la ,forme 
solution st!rie entitre .symBtriqur ,f’ uutour de 
Darhou.u d’ordre 2 Dly’f = 0, 1 < i -C ,j < p peut ttre 
oti * est unefonction quelconque. 
3. Action de A (‘. I’. i ’ sur l’intersection des noyuux des D”,: 1 < i -C ,j < p 
Nous ferons les calculs dans les coordonnees x et nous recherchons des 
series entieres symetriques autour de l’origine f’(.\-) = x,,,,. NP a,,,.~“’ solutions 
du systeme 
(A’“.“.“I-i)f’=O 
D”‘,;,f = 0, 1 di<.j<p 
(3.4) 
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Par le Theoreme 3 nous avons deja avec .S = m, + + w,, 
u,,,=lj(.s) fi 9 
,=I 
I1 reste a determiner IJ pour que .f soit une fonction propre, de valeur 
propre 2, du laplacien. Dans ce but nous ecrivons la laplacien sous la forme 
suivante avec 2, = (7/(‘s, 
avec, lorsque nous considerons la somme des equations de Lauricella dans 
le cas ou R, = = B,, = 11, 
p=A+pu+l; 2, = -pAu 
et dans le cas de notre laplacien, A et C donnes par: 
(3.6) 
A=a+fi+(p-2)u+ I; c:p+o+l)u+l. (3.7) 
Comme a priori il n’cst pas certain, sauf dans le cas des conditions parti- 
culieres (3.6 ), que d “. K ) ‘,I soit une serie entibre nous calculerons 
cp(.Y)(‘4’“.“~“‘-~),f oli 
q?(x) = 11 (s, - x,). 
I .< i J , .< p 
Nous allons calculer le coeffkient de y = $‘I xF dans 
cp(.y)(A’“. P. 7) - A)f: Pour cela nous allow etudier la contribution des sept 
“morceaux” de (p(.~)(d”.“.~‘- i) fournis par (3.5). Nous utiliserons les 
notations suivantes 
“‘=;p(p- l), O(u)=fi (24-i)” ’ 
I-1 
(3.8) 
A(m, u)= fi 
(4.4, m, + 1 - p) 
/ 7 I II?, ! 
quand nous aurons besoin de preciser la dependance par rapport a la 
dimension p nous tcrirons 0, pour 0 et ‘p,, pour cp. 
LEMME 3. Si q(x)J‘= x,,,E Np h,,,s”‘, ori ,f est donnir pur (3.3). notts 
UlJOrLS 
h,,, = A(m. 10 O(u) q(m) $(.s - u). (3.9) 
214 DEBlARD ET GAVEAU 
Dkmonstration. Remarquons deja que nous avons 
que nous noterons pour faciliter l’ecriture 
oli +&, signifie qu’on effectue la somme antisymttrique sur toutes les 
permutations de 1, 2, . . . . p. Comme arpr est symetrique par rapport a m nous 
avons toujours avec la convection ci-dessus 
h,, = 1 h,,, p+ I_ mG,z, I’ t 2. m,,,, I , I. )%,p, 
0 E ‘pp 
= i anI, ,, + I. ,,,? ,, + 2. ,,+ , I. ,+ + F, ) 
= Il/(s-a) 
i 
(u,nz,-p+l)(u,mz-p+2),..(u,m,) 
(HI, -p+2)! (m,-p+2)!...m,,! 
+ t:, 
= I)(.~ ~ a) A(m, u) P,(m, u), 
oti P,(m, U) est le polynome antisymttrique suivant 
p,(m,u)=m,(m,-l)...(m,+ 2-p)m,(m-l)...(m,+J-p)... 
m,(m,- l)...(m,+i+ 1 -p)...m, , 
x(u+m*+ 1-p)(u+m,+l -p)(u+m3+2-p)... 
(u+m,+ 1 --p)(U+n?,+2-p)...(u+m,+i- 1 -p) 
x ‘.’ X(U+fil,+ 1 --)(u+rn,,+2~p)..,(u+m,,- l)+~, 
que l’on ecrit encore 
P,(m, u)= 
1 
‘n’ I’ fi ’ (m,-I) fJ *h’ ( u+m,-l)+c, 
I 
(3.10) 
,= I / = 0 ,=? l-p+1 , 
P, est de degrt total, en m et u, p(p - 1). P, est de degre p - 1 en chaque 
m, et de degrb p(p - 1)/Z en U. De plus P, est antisymetrique par rapport 
a m done divisible par q,(m). On a de facon tvidente 
P,(m, u) = (m, - m2)(u- 1) = cpAm) @2(u) 
P,(m, u) = (u - 1 I* (u - 2) cp,(m) = v,(m) @,(u). 
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On va montrer, par recurrence, que P,(n), u) = p,,(w) O,(U) en supposant 
que P,, ,(m, u)= cp,, ,(m)O,, ,(u) On a deja avec t=mlm2 .‘.rt7,, 
x ‘h’ ‘h’ 
1 
( u+m,-I) ‘ir (u+m,,-/)ft:, 1-3 /=,,+I , / -2 1 
i 
,’ I p , I 
St n n (m,-0 /= I i- I 
x’ri ‘h’ ( 
I 
irfm,-I)‘>n (u+m,,--l)fF, 
,=I /=,‘+I , i-2 II 
Appelons Q(wz, U) le polynome qui figure derriere r. I1 est antisymetrique 
done divisible par q,,(n?z) ou bien nul. q,,(m) est de degre p - I en chaque 
nr, et Q(m, u) de degre p - 2 en chacune ttz,. Par consequant Q(NI, u) est 
nul. Par le meme pro&de, en utilisant successivement les facteurs 
(U + wt,, - 2), . . . . (U + 777,, + 1 - p), on en deduit que 
P,,(r?z,l+p-jy (u-k) 
I 
"n' I'fi (In,-/) 
k- I i I- I I 0 
x'h' 'hi (U+n7y)+C,t. 
,=-1 r=,,+l , 
(3.11) 
On remarque que chaque monome R(m, U) contenu dans l’accolade ne 
contient que p - 1 des m,. On va utiliser cela pour decomposer le groupe 
symetrique. Posons 
62, = (m,, . . . . mx , , ~7, +, , . . . . m,,) = (mi”‘, . . . . m:,” ,). 
On renumtrote les variables (m, = rnlh ‘, ,.., mk , = ml” , , 07~~ , = 
m’h’ h , . . . . mp = mi)kl , ) de facon a utiliser le groupe symetrique ‘p,, , 
Ci-dessous la notation ( A(ti,) + CL > signifie la sommation antisymetrique 
sur le groupe q,, ,. On a alors avec ces notations 
R(m,u)= f: (-I)” ’ 
,/-I p-’ 1 
n n (my)-/) 
/;=I ,= I / = 0 
x’$ ‘rf (u+m;“‘-r)+c:, 
,=I r=p+l , 1 
= f; (-1) '+I R(A,, u) (3.12) 
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Comme tk=FJ;=,.,+, m, est invariant par ‘pp ~, on a 
R(?fl,, u) = t, 
i 
“li p fj ’ (my’ -I) ‘ll’ ‘n’ ( I.4 + m;” ’ - r) + c; 
,= I /- I ,-2 ,-pi1 , I 
= t, M(cl,. 14). 
Posons fib=(~z’, ,.., WI;, ,) oh nl:=~ni~)-l pour l<i<p-l. (Nous 
n’avons pas &index& par k les rn: pour ne pas alourdir les notations). On 
a alors 
p -~ 7 (1 i 2 
M(tik,u)=M(ti7;,u)= l-j n (m;-l)“n’ ,ii (utmj-r)+eL 
i ,=I / = 0 i 2 r=[‘- / I 
On remarque alors par (3.10) que M(ti;, u) = P,, ,(m;, u). Par l’hypothkse 
de rkurrence nous avons 
En particulier par (3.12) R( WI, u) est divisible par 0, _ ,(u). De (3.11 ) et 
O,(U) = ng:: (u-k) O,,- ,(u). On en dkduit que P,(m, U) est divisible par 
O,(U). Comme P,,(nz, U) est de de& p(p- 1) et antisymtkique, on a 
P,(m, U) = c@,(u) q&m). Calculant le coefficient de rn’;- ‘rn: ’ . m,, I on 
trouve que la constante C vaut 1. 
LEMME 4. Si q(.r)(Cf,, .I-f?f)f= x,,Icqr c ,,,. Y”‘, oti ,f est don&e pur 
(3.3), nous avons 
C,,,=$(S-a)A(m, u)[O(u)cp(m)(s-a)(.~- 1 -u)-2ug,(m, u)] (3.13) 
oli g,(m, u) est un polyn6me en m et u. 
DPmonstration. Le coefficient de .Y”’ dans (Cf=, xfc?z).f est 
xf’=, m,(m,- I)a,,,=(.~‘--)~,,,-22~.,,,.,, mimka,,. Le coefficient de 
.Y”’ de q(s) C,,,, NP (s2 - S) a,,,x”’ est d’aprk le lemme 3 avec la fonction 
rl/,(s)=.ds- l)$(.~) 
$(.s - a) A(m, u) O(u) cp(m)(s - a)(3 - 1 -a). 
De plus nous avons 
c 
p (u, mi) 
mlnlkam = W) II - 
1 <Irk<,, ,-I m,! i 
c m,m/( 
I </<k<,l ! 
(3.14) 
de sorte quele coeflicient de ~*‘de -~(P(x)(X~~ rmp (c, C,ikSI-p m@k) U,.Y’~) 
est 
-2$(s-a)A(m, 24) B(m, 21) 
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oh 
I 
B(m, u) = 
i 
1 (m,+I-p)(m,+k-p) “n’ i’ fj (m,-k) 
I </<k</’ 1 ,-I h =o 
x fi pII (u+m,-r)+s, 
,=I ,=,>+I , 
On remarque alors que B(m, 0) est un polyndme symktrique et anti- 
symktrique de sorte que B(m, 0) = 0. B(m, U) est done divisible par U. Soit 
B(m, u) = ug,(m, u). En fait on peut m$me remarquer que B(m, u) est 
divisible par u(u - 1) .. (U + 2 - p) mais nous n’aurons pas besoin de cela. 
LEMME 5. Si cp(x)(Cf=, x,Z,)f = ~w,tNp d,,,x”‘, oti ,f‘ est donnPe par 
(3.3), nous auons 
d,,, = $(s - a) A(m, u) O(u) cp(m)(s -a). (3.15) 
Dhonstration. Le coefficient de .P dans x7=, .x,(?,f’ est sa “,,. I1 suflit 
alors d’appliquer le Lemme 3 avec la fonction Gz(s) = s$(s). 
Nous n’avons pas besoin de calculer le coefficient e,,, de x”’ dans 
q(x) f: x, f 
! 
-y, 
! r,f: ,=I ,=,., #, -x,--s,
I1 suffit de remarquer, ce qui est tvident, que 
en, = V4.s - a) Ai4 u) gdm, u), (3.16) 
oti gr(m, 24) est un polyn8me en m et U. 
LEMME 6. Si (p(x)(Cp=, Si).f=~,,,t~rh,,x”‘, otif’est don&e par (3.3), 
nous avons 
A,,, = $(s + 1 -a) A(m, u) O(u) cp(m)(pu + s - a). (3.17) 
Dkmonstration. Le coefficient de x”’ dans (I:= 1 c’,)f est 
oli encore aprh regroupement 
$(s+ l)(pu+s) fi Qf+! 
,=, In,. 
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de sorte que (3.17) rksulte encore du Lemme 3 avec $?(,v) = 
lfqs + I )( pu + s). 
LEMME 7. Si q(s)(C,‘I_ , .u,Zf)f‘= x,,,, wP k ,,,. P’, oti .f’ est don&r pur 
(3.3 ), nous uvons 
k,,,=$(s+ 1-u) A(m,u)[O(u)cp(m)(s-u)(s+u-a)~2u~,(m,u)], (3.18) 
oti g,(m, u) est Ir polwuGne du Lemme 4. 
Dhmonstration. Le coq[fijcicient .j,,, de .Yr clans (CT= , .Y,?’ ),f est 
j,,, = Ic/(.s + 1 ) h F i IfZ,( U + WI,) 
,.-I / [ ,-I 1 
j,,,=.F(.s+u)$(s+ I) fi F 
,=I 1 
-2$(s+l) fi y c m,m~. 
,=I 1 I s / c A 5 ,’ 
Le premier morceau de j,,, apporte la contribution $(.s + I -u) A(m, u) 
O(u) q(m)(s - a)(.~ + u-a) ri k,,,, ceci une fois encore A l’aide du Lemme 3 
et de la fonction J/>(S) = .T(S + u) $(A + 1 ). Le deuxiime morceau a dkjA ktk 
ktudii: au tours de la dkmonstration du Lemme 4. I1 suffit dans (3.14) de 
remplacer $(s) par $(.v + 1). Le deuxikme morceau de .j,,, apporte done la 
contribution -2uA(nr, U) $(s + 1 -m) g,(nz, u). 
Enlin, pour la septieme et dernier morceau du laplacien, nous n’avons 
pas besoin de calculer le coefficient I,,, de X” dans 
d-y) 5 i 
i ( 
x, + x, 
! J 
S,,f 
,=I , I. , + / .y, ~ .y, 
11 suflit encore de remarquer, ce qui est tvident, que 
I,,, = $(s + 1 -u) A(m, u) g3(m, u). (3.19) 
oti g,(rn, u) est un polynhme en m et u. 
La forme (3.5) de A (1 fl. Y, - 3 les Lemmes 3, 4, 5, 6, et 7 et les formules 
(3.16) A (3.19) nous donnent *’ 
LEMME 8. Supposons .f’ dtfi’nie par (3.3) aver une ,Jhction 
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li/(m , + ml + + m2,) quelconque. Alors le cw/f?citvtr dtl Y” duns 
tp(.u)(d’“~“~“‘- E.),f’ rst 
A(nz,u)[C(m,u)~(,~--N)-~(tn,u)~(.s+l--rr)] (3.20 
LILY’1 
(‘(m. u)=@(u) t~(n1)[(,s--~)(.s--i+p11+ A)-;“] +2ug(m, II) (3.21 
D(m, u) = O(u) tp(m)(.s - u + pu)(.s - a + C) + uh(m, u) (3.22) 
et g(m, u) et h(m, u) sent &us pol~~ncimes &.v cariahlrs m = (m, , . . . . m,,) ci 
u ; .c = m, + + 112, ; a, O(u), cp(tn) et A(mu, u) ant PrP &finis en (3.8). Lcs 
constunfrs A et C sonf crllt~s de (2.4) ou (2.5) et son1 lic;es ti 1. [I ct u I)NY 
lrs rdations (3.7). 
Remurque. En fait now avons g(m, u) = g,(m, u) - g,(tn, u) 
h(m. u)=g3(tn, u)-2g]fm, U)-O(u)cp(m)(p- I)u. 
Nous allons maintenant montrer, que les deux polynbmes g(m, u) et 
hfm, u) sont nuls en utilisant les rtsultats de la deuxieme partie. 
4. Calcul de.7 ,fbncrions proprcs 
Nous savons par (2.4) et le Thkorkme 2 que, lorsque B, = = B,, = 14 et 
I, = - p,4u, la fonction 
(3.23 ) 
est une solution, pour tout A, tout u et tout c’non entier nkgatif. du systkme 
(3.4) 
(A(?. /I.:‘)- ;.),f‘= 0, LP;;.f = 0, I =$i<,j<p 
et avec les notations nous avons pour tout entier k 
et 
$(k)(s i- A) - $(k + I )(s + C) = 0. 
D’un autre c&i: nous avons, en posant k = s - N, avec /. = -pAu 
(3.24) 
(s-a)(s-a+pu+A)-i.=(k+pu)(k+C) (3.25) 
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et, avec la fonction F,(A, u, C, x) de (3.23) nous avons compte tenu du 
Lemme 8, de (3.4) et de (3.20) a (3.25) 
2$(k) g(m, u) - $(k + 1) h(n1, 21) = 0 
puis une nouvelle fois a l’aide de (3.24) pour tout A E 0Z et C E C non entier 
ntgatif 
(k + A) h(m, u) = 2(k + C’) g(m, u) 
de sorte que h(m, U) et g(m, U) sont deux polynbmes nuls. Nous obtenons 
ainsi la relation de recurrence pour la fonction r/j lorsque f est solution du 
systeme d’equations aux derivees partielles (3.4) et ceci pour 1 quelconque. 
~(k)(k’+(X+lj+2(I)-l)U+l)k~~) 
-$(k+ l)(k+pu)(k+[j+(P- l)u+ l)=O (3.26) 
pour tout entier k. Nous en deduisons. 
LEMME 9. Soient les deux polyncimes 
P,,i u,(k) = (k + pu)(k + /I + (P - 1)~ + 1) 
QI,,,I.,,,j,(k)=k’+(cc+B+2(p-1)u+l)k-~ 
alors (3.26) admet pour solution 
(3.27) 
(3.28 
$(k) = t/j(O) ‘ff “;;;y ‘:;;f)‘)= $(O) 
(-p+,k)(-p ->k) 
,=o (pu,k)(fi+(p-l)u+l,k) (3’29 
P& =;[-b+fl+2(~- l)u+ l)+,/(r+fl+2(p- l)u+ 1)“+4E.] 
(3.30) 
sent les racmes de Q(z,p, u. j. I 
Remarque 1. Si, au lieu de prendre les parametres a, fi et u lies directe- 
ment a J’element de volume (1.10) et aux multiplicitis des racines, on utilise 
les parametres A et C de (2.13) on a 
p+=i[-(A+pu)+J(A+pu)‘+4i.]. 
Remarque 2. On suppose ici u # 0. Lorsque u = 0 les variables se 
&parent et cela correspond au cas tltmentaire des produits symttrists de 
polynbmes de Jacobi d’une variable et a ete traite dans [4, 51. 
Le theoreme important de cette section est alors 
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TH~OR~ME 4. Soit f une fonction .y~~mbtrique d  s, , . . . . x,, admettant un 
dbveloppement en .sCrie uu voisinuge de l’origine .Y, = 0, . . . . x,, = 0 et .solution 
simultanPe du systPme (3.4) 
Alors .f est don&r par une jimction ll?pt~rg~;omPtrique d’ordre 2 not& 
Fx. II. il. ; 
x(P 
t-P+> m, + ... +m,)(-p ,m, + ... +m,>) 
u,m,+ ... +m,)(D+(p-l)u+l,m,+ ... t-m,,) 
(3.31) 
qui est convergente pour 
II+ etp sent donnPs par (3.30) et C est une constante. 
Le Lemme 1 et le Thtorime 1 nous donnent 
COROLLAIRE 4. Toute fonction s?mttrique de (x,, . . . . x,,), admettunt un 
dbveloppement en sPrie au voisinage de I’origine x, = 0, . . . . s,, = 0 et fonction 
propre simuitanie du systgme 
est don&e pur la ,fonction hypergPomPtrique d’ordre deux F,, ,], I,. i, d&i:nie en 
(3.31). 
Voyons maintenant le cas particular des fonctions radiales harmoniques 
fortes qui correspond au cas E. = 0. Dans ce cas p + = 0 et revenant A (3.26 ) 
nous avons $(k) = 0 pour k 3 1. On retrouve alors le rtsultat. 
COROLLAIRE 5. Toute fonction rudiale harmonique ,forte dPveloppahle en 
shrie entitre au voisinage de .Y, = 0, .,., sy = 0 est constante. 
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Remarque. Pour i non nul et A = -pAu nous avons la fonction F, de 
Lauricella de parametres (voir (3.1 )) v = I, (T = 0. IL= 1, et p = I ainsi que 
(0 = 1 et 0 = 0. C’est done une fonction hypergeomttrique d’ordre I et 
classe 0. Pour j. non nul et different de -pAu nous avons la fonction 
hypergeometrique complete d’ordre 2 
v = I, 0 = 0. p = 2, y = 2, w = 2. et 0 = 0. 
5. Comparaison du sr~sthne d’kquarions c1u.Y d&Y&es partielles & Luuricellu 
au .y?astPme de Constantinr Muirhead 
Nous avons le systeme d’equations aux d&ivies partielles ou u, h, (1. et 
u sont des constantes. 
SU i 
x,( I - x) 
? 
’ /=I.)#1 x, - x, 
-24 f 
.Y,( l--Y,) 
2, -- ah = 0, i = 1, 2, .., p. (3.32) 
,-I.;#! \I 1 -.Y, 
Pour u = i il s’agit du systeme de Constantine Muirhead [ 141 lie A la fonc- 
tion hypergeomttrique ?F,. Ce systeme a ett gtneralise au cas u > 0 par 
Koranyi [ 121. Lorsque u = h = 0 et cl= I + (p - 1 )u il s’agit des parties 
radiales des operateurs de Hua calculees par Lassalle [ 13 ]. 
Reprenons les equations de Lauricella modifiees calculees en (2.7) et 
interessons nous aux p premieres equations que l’on peut tcrire sous la 
forme. 
x,(1 -.Y,)Clf+ c- f: B,- A+B,- 
,=I./#1 i 
i 
/-1./f/ 
+ 5 
B,x,(l --v,) (7 
,=I./#i x-s, ’ 
-B, i 
‘(,( 1 - -x, 1 
i,-AB,=O, i = 1 ) 2, . . . . p. (3.33) 
I= l.l#l s, - .Y I 
II nous faut done deja prendre B, = B, = = B,, = u (ce que l’on savait 
deja). De plus comme la somme de ces operateurs est alors -A”,“. ;’ + pAu 
et que l’on veut pouvoir atteindre n’importe quelle valeur propre j., en 
posant A = PA’, il nous faut remplacer - AB, par i’. De cette maniere le 
systeme (3.33) devient 
SkRIES DE FONCTIONS SPHkRIQUES 283 
+Zl i 
s,( 1 -.r,) 
i, 
,- I. if1 s, - x, 
-u 2 
",( 1 -I,) 
'7, + L' = 0, i = 1 , 2, . . . . p. (3.34) 
/=I./#/ .Y, - I, 
La comparaison avec le systime (3.32) donne alors 
d= c, a+h=A+u, uh = 2’ 
et 
(3.35) 
u=&4+u+v’(A+u)‘+4A’]. h=$[A +u-,/(A $u)“+4i’]. 
Lorsque 2’ = -Au nous avons u = A et h = u. Nous avons alors la fonction 
F, consideree au Thtoreme 2 de la partie 2. Elle est aussi solution du 
systeme (3.34). Lorsque i’ est different de -Au la fonction que I’on note 
F A ( II, j.(-“) 
qur est la fonction du Theoreme 4 dans les coordonnees s,, avec tappelons 
le .s=m, + +m,, p+ et p donnes par (3.30) et A et C par (2.13). est 
solution de A’“, “. ;tf = i:fI Cettc, Jbnction F,.,. (, ,,, ,j.u) cst solution de Iu 
Somme des Eqs. (3.4) mais elk n’est plus solution du .FJ~sthe (3.4). 
Verifions cette affirmation. Pour ne pas encombrer de details techniques 
nous ne ferons les calculs que pour p = 2. Appelons L, la premiere equation 
de (3.34). Nous avons 
avec par (3.26) et p = 2 
(2u+.v- 1 )(C+s- 1) l/?(S) 
=(-p, +.r- 1)(-p- +.s- I) 
-p+=$(A+2u-;(A+2u)‘+4EL’). 
-P = $(A + 2uf J(A +2~)'+41.). 
(3.36) 
13.37) 
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Le coefficient de x~‘.Y~‘~ dans (.Y, -.x2) L, F,, (. I,, ,(x) est 
(24 ml - 1 )(u, mz - 1) 
m, !mz! 
($(.s- 1) Rj(tTI,, n72)-$(~) S(m,, ml)), 
S(m,,nl~)=(C+~s-1)(u+nz,-l)(unl,-unz,-m,) (3.38) 
R,(m,, m2) = (u + 171, - l)m,(m,(A+m,)+u(m,~I)-i.‘) 
-(u+m,-l)m,((m,-l)(A+u+m-1)-i’). (3.39) 
Si F A, C, U, i(X) est solution de L, ,f’= 0 nous avons compte tenu de (3.36) 
pour tout ,P 3 1 
(2u+.s- l)(C+.s- 1) R,(m,,m>) 
=(-p++s-1)(-p +.r-l)S(m,,m,). (3.40) 
Par (3.37) si i.’ est different de -Au le polynome (2~ + s- 1) est premier 
avec (-p+ + s- l)( -p + s- 1) et par (3.40) il doit diviser S(m,, ml). 
(3.38) nous montre que ce n’est pas possible. Par consequent F,,. (., I,, ;-(x) 
est solution de A”,“, :‘ ,f = i$ mais pas de L, ,f‘= 0. (Par symetrie elle n’est 
pas non plus solution de Lzf‘ = 0.) 
Remarque 1. Si I. = -2Au nous avons 
R 2AU (m,,m,)=(A+.s- l)(u+m, - l)(mzu-m,u+m,) 
(-p++s-1)(-p +s-1)=(2u+s-l)(A+s-1) 
et (3.40) est virifiee pour tout s 3 1. Nous retrouvons, pour p = 2, la fonc- 
tion F, de Lauricella de la partie IT dont on sait deja qu’elle verifie 
L,F,=O et L2Fn=0. 
Remarque 2. [ 13, Theoreme (2.1)] nous dit que le systeme (3.32) 
admet une unique solution F symttrique en (.u , , . . . . x,,) analytique au voisi- 
nage de l’origine et telle que F(0) = 0. On dtmontre aisement ce resultat en 
icrivant F sous la forme 
oh $ est une fonction symetrique de m, , . . . . WI,,. On vtritie alors que, une 
fois $(O, . . . . 0) donne, l’unicite des $(mI, _._, m,). 
Avec ce thioreme nous constatons done que lorsque a = A, d= C, et 
h = i la fonction F A, (., , ‘?, ,jA,Z(.~) co’incide avec la fonction hypergtomttri- 
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que de Constantine $‘,(A, l/2, C, s) [ 141. Lorsque u est quelconque la 
fonction F,4, (.. I,, -pA,(-~) coi’ncide avec la fonction 2F\2”)(A, u, C, .u) de 
Koranyi [ 121. Mais, lorsque i # -pAu, la fonction F,, (., ,,, ;(x) est diffk- 
rente de la fonction zFi’“‘(a, h, o, .Y) de Constantine Koranyi 06 u, h, et rl 
sont don& par (3.35). Pourtant ces deux fonctions sont solutions de 
A”.‘l. :!j’= ,iJ c’est-S-dire sont solutions de la somme des p kquations de 
(3.32). En ,fuit il n:~ a pus unic.itL; de lu solution dc> A”.ti.;“f= jyf ucec f 
.s?wzetrique, unulytique ri l’originr et telle que f(0) = 0. 
Exemple en dimension 2. On a avec k d n 
A”.“.: ‘Pjcf:” = (n(n + r* + fi + 22~ + 1) + k(k + a + p + 1)) Pz:f,; 
1 er cas x + /I = - 1, u = 0 qui est le cas trivial 
n? + k* = &* + k” 
7’+ 1’=5’+5’ et P;: 7. I ‘+p;x!(. 17 
de meme avec (5,O) et (4.3). 
26me cas u= $, z= -4, fl= -4 
n(n + 1) + k’ = n’(n’ + 1) + k” 
et les couples (8, 3) et (7, 5) donnent le rksultat. 
6. DPterminution des pol?n6mes Pi,:;{, ;:{, 
TH~OR~ME 5. Les poiyn6me.s P!,l;{;,i’, (, sent donnPs comme une fbnction 
hypergPomPtrique d’ordre 2 pur iu ,formule: 
c 
m, a 0. ,ll~ + 
fi “:;:‘:,I 
+ ,,rp < ,I I = I l . 
xc- 
n,m, + ... +m,)(x+/J+2(p- I)u+n+ 1, m, + ... +m,) 
(pu,m,+ . . . +m,)(/I+(p-l)u+l,m,+ ... +m,) 
(3.41 ) 
avec la valeur propre de A y, I’. ,‘I donnPe par 
/I=n(n+x+a+2(p- l)u+ 1). (3.42) 
D&monstrution. Nous savons que P!T.{:,l:lC, vkrifie les propriktks suivantes 
(i) ce sont des polynhmes symktriques en A’, , . . . . A’,, 
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(ii) Dv,‘,pCz. /I. i) - 
,,, “. o - 0. 1 G i < .i G P 
(iii) A 1”. B. dpj,l;(.,;:{, = ipj,l;r ::lo, 
Mais nous avons determine au Theoreme 4 toutes les solutions du systeme 
(3.4) par la formule (3.31). Nous devons seulement determiner les solutions 
qui sont des polynomes de degrt symetrique (n, 0, . . . . 0). En premier lieu 
pour que la serie F,,, ,), I,, ;, de (3.31) soit un polynome de degre total II il 
faut et il suffit que 
Mais par (3.28) cela signifie que les valeurs propres de A?, fi.i’ sont neces- 
sairement 
i = n(n + c( + p + 2( p - I ) u + 1) 
et dans ce cas 
Q,, ,]. ,,, ;.(.s) = (s - n)(.s + a + [j + 2( p - 1 ) u + n + 1 ). 
La fonction ,f‘ obtenue est alors un polynome de degre total n, mais il est 
evident de voir que c’est aussi un polynome de degre symetrique 
(n, 0, . . . . 0). C’est alors necessairement le polynome Pj,~;fy~:‘c, dilini dans [4] 
pour p quelconque et dans [lo] pour p = 2 et nous retrouvons egalement 
la valeur propre (3.42) qui correspond a ( 1.22). 
IV. REPR~ENTATION INTI~RALE IX Pj,T$.?\, 
1. Reprksentation intkgrale des solutions du s~sthne de Darhouv 0:;“. f’ = 0, 
I <icj<p 
Nous commencons par definir la fonction beta d’Euler de plusieurs 
variables par 
B(.Y , ) . . . . xp) = I J 
t’1 ‘...fQ I P ’ dt, . ..dt., , (4.1 ) 11 + + rp= I. r,zz,, 
ceci pour Re X, >O, . . . . Re x,>O. 
Nous avons comme pour deux variables la relation avec la fonction Z: 
LEMME 10. 
B(.x,, . . . . x,,) = 
z-(.K,)“~Z-(X,) 
z-(x, + .” +x/J 
(4.2 ) 
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Dhonstrcrtion. Now allons effectuer une rkcurrence sur p. Nous avons 
B(.x, . . . . . x,,) = [ 
“i, + I l,, , c I, i( > 0 
.i’ ‘;I ’ ‘;I’ ,’ 
x ( 1 - t , - - t,, , ) “’ ’ dt , . dt,, , 
I 
B(.r,, . . . . r,,)= 1’ t;’ ’ dt, i‘ ” t;’ ’ (it,‘.. _ 
‘0 I 0 
Oil 
I,= 1’ ” 
f,’ 2 
-‘o 
pi ‘(1 -t,- .” -I,, ~,)dt,, , 
ce qui donne avec le changement de variable 
puis 
t;, ,=(l-t,--..-tt,, ?) ‘r,, , 
I,, = ( 1 - I, - . - t,, :) ‘p ’ + ‘p ’ B(.Y,, , , x1,) 
B(s,, . . . . xp) = B(.u,, . . . . .Y,, ?, x,, , + I,,) B(s, , , x,,) 
Nous savons que 
et par I’hypothise de rkcurrence avec p - 1 variables. 
B(.u 1 > .. . . .Y,j 7, .Y,’ , + .y,, 1 = 
l-(.x, ) l-(X,] ?) r-(x, , + rp) 
r-(x, + ‘.I +s,) 
d’oti le risultat annonct. 
Remarquc. On peut done prolonger analytiquement la fonction B a 
tout @” sauf pour les valeurs entitkes nkgatives des x,. 
THF:ORCME 6. Toute fonction ,f’ symltrique de (.Y,, . . . . .v,,) rrdmettunt un 
dh,wloppement en sirie outour de I, = 0, . . . . x,, = 0 et solution du s!,.sthme de 
Darhoux 
D”,:,f’=O, I <i<,j,<p 
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peut .s’Pcriw, pour u > 0, sous la ,f?wme 
” .f‘(.u ,, . . . . x,,)= i 
cp(.U,f, + ‘.’ f.Y,]f,>) 
r,+ +r,‘=l./,zo J 
x(tl...t,>y ‘tit I... nt, ,. (4.3) 
oti cp est une ,f‘onction quelconqw, unalytique d’une cwiahlr. 
Dhonstration. Now allons milker le developpement en serie de cp et le 
Theoreme 3. Nous avons 
et reportant dans (4.3) en notant lit la measure dt, Lit,, , ; S le domain 
t,>O et t,+ ... +t,,= 1 
’ C(k) 
,f(x,, . ..) s,,)= 1 - 
h. (, k! i 
(.u,t, + “. +.u,,t,y (t, ‘.‘tp)” ’ cfr 
.s 
et developpant par la formule du binome generalisee, nous avons avec la 
fonction beta a p variables 
.f’@ ,,...,. Y,,)= i C(k) 1 +“+ B(k, + u, . . . . k,, + 4. 
k = 0 +h cA k,!-k,! k,i. p 
Utilisant Lemme 10 et le fait que (u, n) = r( II $ n)/T(u) puis rearrangeant 
la somme nous obtenons 
Maintenant comparant avec la formule (3.3) du Thtoreme 3 nous obtenons 
la relation fondamentale 
(Js)= (qu))P I‘0 (pu, s) l)(s) pour tout s entier. 
Ic/ est quelconque et par consequent C(S) = q“‘(O) est quelconque, d’oti le 
resultat. 
Remarque. Pour p = 2 voir [2] pour une etude plus gtntrale. 
Un calcul direct de derivtes partielles nous montre d’ailleurs, pourvu que 
q soit de classe C’, que la fonction dtfinie en (4.3) est solution du systeme 
de Darboux. 
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f-(X , , . . . . x,) = j- cp(s,t, + ‘.. +s,t,) 
II + + rp = I. l, 2 ,I 
x (t, . ..t.,)“- ’ dt, . ..dr. I 
est .s~~tnr~triyue d .Y , , . . . . x, et vhfic kc .s~~.st&w 
Lyf= 0, 1 <i<j<p. 
DPmonstrution. La symktrie est Cvidente. I1 suffit de vkrifier que 
DC”’ P- I’ , ,f‘= 0. Nous avons 
oli,avec),=t,.u,+...+t, ,x-,, ,+(1-t,- . ..-t. ,).Y~, 
/(@ lf, [‘)= [I- ” ~. -‘D 1 cp(J) t; ;(l -t, - ... -t,, ,)’ ’ dt, , 
a 0 
Nous avons pour u > I (cp’ est la dirivee de cp par rapport d J*) 
Mais nous avons 
q”(y) = l 
2 
___ (cp’(?,)) 
xp ] - sp r’t, , 
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d’ou avec une integration par parties sur l’inttgrale I( q”, u + 1, u + 1) 
Z(cp”, u+ 1, u+ l)= u (I(~‘,u+l,u)-z(cp’,u,u+l)) 
X,’ I - .\‘,’ 
et le rtsultat pour u > 1 et pour u>O par prolongement analytique en U. 
Comme pour la fonction beta generalisee on peut aussi effectuer un prolon- 
gement analytique aux valeurs non entieres negatives de U. 
2. ReprPsentation intPgr& de lu fonction hyperghom6triqur d’ordre supPrieur 
Comparons C(s) et t/(s) lorsque $ est plus particuliere. Lorsque tj 
correspond a la fonction Fx,,r,u,, de (3.31) du Theoreme 4 nous avons 
avec (4.4) 
Up) (-p+,~s)(-P 3.s) 
“(~s)=(f(u))” (/3+(p-l)u+l,.s) 
et 
Rappelons que la fonction hypergeometrique classique 
verifie l’equation differentielle hypergeometrique ordinaire 
~(l-~~)cp”(.l’)+[C-(A+B+l)?~]~‘(~~)-AB~(p)=O 
avec la condition initiale 
Cc/l’(O) = AB et q(O) = 1. 
Nous avons ici par (3.28) et (3.30) 
(A+B+l)= -(/.++p )+l=a+B+2(p-l)u+2 
AB= -i., c=p+(p- I)u+ 1 
ce qui now donne 
(4.5) 
(4.6) 
(4.7) 
(4.8) 
TH~OR~ME 7. Toute ,fonction ,f symktrique de x,, . . . . xP admettant un 
S’kIES DE FONCTIONS SF&WUES 291 
dbceloppement en .rkrie au coixinage de I’origine .Y, = 0, .., xl, = 0 et solution 
du .systPme (3.4) 
df”.lj, Y’!f’= j-f; D’$f=O, I <i<,j<p 
peut s’icrire, pour u > 0, sous la jbrme 
x(t,...t,)" 'dt,.-dt,, ,) (4.9 1 
oti cp est la ,fbnction hypergt;omPtriyw classique d’une 1:ariuhle. 
Upu) 
cp(o) (I-( u))P ___ F(A, B, C, y), 
(4.10) 
A+B=r+@+2(p-l)u+ I; AB= -,I; C=(,-t(p- I)u+ 1 
done cp est 1~ solution rkguli&e it I’origine de I’kquation d$ffrentief/e hyper- 
ghom~triqiie classique 
1.(1-y)cp”(~)+[B+(p-I)u+l-(r+B+2(P-1)u+2)~’1cp’(?~) 
+ 2cp( y) = 0, (4.11 ) 
(p + (p - 1) u + 1) q'(O) = -h(O). 
Comme le Lemme I1 gkntralise, en un certain sens, le Thttorttme 6 nous 
avons aussi en un certain sens une riciproque au Thtortme 7. 
TH~OR~ME 8. Soit cp une fonction hypergkomktrique d’une variable 
solution de i’@.xrtion d[ffkrentielle 
y(1 -J’)cp”(J’)S [B+(p- I)u+ 1 -(x+/j+2(p- 1)u+2).vl q'(y) 
+ i(p( Jj) = 0 
nlors pour u > 0 la jiwwtion 
.f(X, , . . . . X,) = [ ‘.. cp t, 1 ( 
x, + 1 -+ “. + I, x,1 + 1 l,i +,p=l,t,20 2 2 > 
x (t, “’ tp) ” -- I dt , . dt,, , 
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est une solution symitriqur du systhne (3.4) 
d(x./i.:‘)f= j.f; D’y = 0, I <ic,j<p. 
Dhmonstration. D’aprks Lemme 11 la seule chose qui reste i prouver est 
~(2,P.?)f= jyc N ous ferons encore le calcul dans les coordonnkes x,. Pour 
faciliter 1’Ccriture appelons S le simplexe t = (t, , . . . . t,), t, + + t, = I, 
t,30 ,..., t,>O, dt=dt, -dt, , la mesure sur le simplexe et t .Y = 
t, X, + . + t,,.v,. Avec ces notations nous avons 
,f‘(x,, . . . . I,,) = s (P(t .s)(t, ““,,)” ’ dt. s 
On krira aussi y = t .Y et cp’( y) et cp”( y) seront les d&iv&es de cp par rap- 
port ri J. Nous utiliserons encore la forme (3.5) du Laplacien et ttudierons 
successivement les sept “morceaux.” 
( f .#) J‘(.Y,, . . . . .Y,,) = ?:, ( i tfx;) q”(J,)( t, t,>)” ’ dt 
,=I ,-I 
=j y*cp”(~‘)(t, . ..tpY ’ dt 
.\ 
-2 c 
IS,<,<,’ 
x,x, i‘, t,t,cp”(y)(t, . ..t.,y ’ dt. 
.\ 
Mais d’aprks Lemme 11 (voir la preuve de ce lemme) 
1 t,t,rp”(y)(t, . . . t,,)” ’ dt= ’ _ s I, (g-g) 
d’oti ajoutant le 3kme morceau du Laplacien 
zz 
i 
y*q”( y)( t, ‘,,)I’ ’ dt. 
d s 
Voyons le second morceau 
(i -d,) .f(.x,> . . . . -x,,)=j, (,$, try,) q’(.v)(t, . ..t.,)” ’dt r=l 
= i yp’( y)( t, . t,,)U ’ dt. s 
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Voyons le 5ime morceau 
I I’ -J ix 1,( 1 - t,) x, (p”( J)( t, ‘I. t,,)” ’ dt .s i=I ) 
transformons la deuxikme intkgrale en remarquant que (1 -t,) = 
cy= I. ,i, f, I I’ 1 ix r,(l -t,)x, $‘(l’)(t, ,..fP)l’ ’ (Il ” .Y ,=I 1 
= i I, f: j t,t,q”(.v)(f, ...‘.,)I’ ’ dt 
z=l /=l.,#, .s 
qui vaut encore compte tenu une nouvelle fois du Lemme I 1 
et cette deuxikme intkgrale se dktruit avec le septikme morceau 
uf: i 
.Y, + s, c?/ .y _ .y ;!li (.y, 3“‘3 .v,, 1. ,=I ,=I.,#, / I I 
I1 reste le sixikme morceau 
(.fj +“(.il> ...) .q=‘,s (i 4) cp’(.Y)(r, “‘t,‘)l’ ’ dt , i I 
ZZ ‘,s cp’(l1)(r, 4y dt c 
finalement nous avons 
(n’2.fl.y)- i)f(X,) . . . . xp) 
= - .I [~?(l -.Y) @‘(y)+(C-/ll’) cp’(~)+i.cp(~‘)](t, . ..f.,)” ’ dt. ,s 
D’oti le rksultat compte tenu de (3.6) et (3.7) qui donnent 
C=B+(p- 1)u-c 1, p==+++22(p- l)u+2. 
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Remarque. Le Thitorkme 4 (ou son corollaire) ou le Thttorime 7 nous 
donnent, dans le cas compact, toutes les fonctions sphkriques rkgulikres h 
I’origine correspondant aux valeurs propres (I., 0, . . . . 0). Mais ces rksultats 
ne peuvent s’appliquer au cas non compact car la skrie F,, ,,, u, .(X, , . . . . ,I’,,), 
convergente pour /X, + 11 < 2, diverge dans la chambre de Weyl A ‘i, Par 
contre nous pouvons utiliser le Thtorkme 8. 
Nous savons que la fonction hypergkomktrique classique F(A, B, A + 
B + 1 - C, 1 -J), convergente pour 1.~ - 11 < 1, est encore une solution 
de l’kquation diffttrentielle hypergkomktrique (4.8) de sorte que si (P(J) = 
F(A,B,A+B+I-C’. 1-~)laskie 
F(X, > .. . . X,,) = !‘, cp ( f ( t , t,,)l’ ’ dt 
l- I 
converge dans le polydisque IX, - I/ < 2, 1 6 i 6 p. Ceci nous donne avec 
les valeurs de A, B et C correspondant d (4.1 1 ). 
A=-/L+; B=-p , A+B+l-C=cc(p-l)u+l 
THBOR~ME 9. p+ et p Plant ies rucines du pol)wcime 
Q,,, ,f. ,,. ,.,(k) = k’ + (2 + [I + 2( p - 1 ) II + 1 )k - i 
et cp( y) la fonction hypergPomPtrique clussique 
F(-P+,-P > z+(p-l)u+l, 1-y) 
ulors la ,fonction 
(4.12) 
F(X, 1 ‘.., x,, = [ x, + 1 X/J+ cp fl -+ .” + t, l 
ir, + +rp=l.r,~o 1 i d 2 2 1 
x ( t , t,> )” ’ dt , dt,, , 
est, duns le cus non compact, une @zction sphPrique de spectre (& 0, . . . . 0) 
ceci pour tout i: 
d’“.P.i.)f &f; 4:. “.i’)f = 0, ,.., 45”.“)f’=O, 
3. ReprPsentution intbgrule des polyn6me.s Pj,~,~:~:‘o ri i’uide des polyncimes de 
Jucobi clussiques 
Lorsque E, = n(n + r + p + 2(p - 1 )u + 1) (formule (3.42) du Thkorime 5) 
nous avons le polynBme sphkrique Pj,;,tyj:\, avec 
p+ =n, /1- = -(a+j+2(p- l)u+n+ 1) 
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et cp est un polynome de degre n 
UPU) 
cp(I’) = do) (f(u)),T -----F(-n,r+~+2(~-l)u+n+l,~+(p-lu+l,~) 
(4. I3 ) 
que nous pouvons rapprocher des polynomes de Jacobi classiques dont 
nous rappelons la definition et la formule de Rodrigues voir [ 151. 
Les polynomes de Jacobi (PjIA, B’( Y)),, t rm, de degre n, sont les polynomes 
orthogonaux sur l’intervalle [ - 1, +l] pour le poids (1 - Y)A (1 + Y)‘. 
Nous choisirons la normalisation lice a la formule de Rodrigues 
Pi;‘, y Y) = 
1 rl” [(I - Y)“‘A (1 + ,),.“], 
(1 - Y)” (1 + Y)B dY” 
En fait pour nous la normalisation n’a pas d’importance car nous 
dllinissons les P$p.;:{, a une constante multiplicative pres. On peut aussi 
remarquer avec 4’ = (1 + Y)/2 que 
Pj;j,R’(Y)=C,,F(-n,n+A+B+l,B+l,),). (4.14) 
oli C,,=2”(BS I, tr). 
Nous avons alors en identihant (4.13) et (4.14) 
A+B+l=x+p+2(p-l)u+l, fl+l=fl+(p-l)u+l 
soit 
A=a+(p-1)u. B=B+(p- l)u (4. I 5 ) 
et dans ce cas 
cp(,‘)=vp’“+‘“~ I)%/~+(/~ 
II ,I ’ ““(21, - I ), (4.16) 
06 C;, = cp(O)(f(p~)/(f(u))~) 2”(8 + (p - 1) u + 1, n) de plus avcc 
y= 2 t;(X,+ 1)/2 
,=, 
2y-l= i t,X, 
I -I 
on a la version integrale du Theoreme 5. 
THfioR&~ 10. So&t p; -+ CP ‘1 II. /‘+ (/’ r’“)( Y) Ies polyntimrs de Jucohi 
sur I’interualle [ - 1, +1 ] pour /e poirls (1 - Y)” + ‘p ‘I’ (1 + Y)B+c’ ““. 
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Alors les polyncimes sphkriques Pjl~~o,f~.i:j peuoent s’krire 
J ph+(IJ I)rr. /I+ (,’ II ““‘(t,X,+ .” +t,X,)(t,~~~t,)” ‘dt I... dt, ,) 
oti C est une c’onstante. 
Remarque. Dans le cas du rang 2, une formule intCgrale plus compli- 
q&e a itt: obtenue par Koornwinder et Sprinkhuisen-Kuyper dans [ 111. 
Toujours dans le cas du rang 2, ces auteurs obtiennent aussi une formule 
inttgrale pour les P,,, ,I “.“. :“. Leur mCthode est diffkrente de la mkthode utilisCe 
ici, puisqu’ils utilisent des dCveloppements des Pjc;fi,y’ en polyn6mes 
zonaux Zi$ de James-Constantine [ 141. 
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